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Abstract: As the composite materials and structures are widely used in aerospace, it is necessary to develop more precise and 

higher efficient methods to predict the mechanical properties and behaviors of the composites for application. The multiscale 

eigenelement method (MEM) can be implemented to analysize the periodic composite materials. This paper has reserched the 

MEM accuracy and mechanical behavior, and deduced the dynamics analytical solution of periodic composite materials. 

Compared the influence to the accuracy of different model numbers. As for the problems of multiscale eigenelement method, we 

put forward unit cell modal method. The results of the numerical calculation indicate the effectiveness and feasibility of the unit 

cell modal method. 
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摘要：随着新型复合材料的研究、设计及应用的日益增长，发展高精度高效率的分析方法对其进行理论研究和性能预

估，是推动航空航天技术进一步发展的基础性课题。多尺度特征单元方法（MEM）是分析周期复合材料结构力学行为

的常用方法，本文针对MEM的精度和力学含义进行研究，推导了周期复合材料结构的多尺度特征单元方法动力学解析

解，比较了不同的单胞模态数对计算结果精度的影响，并以一维梁结构为例进行了数值计算，数值计算结果与传统有

限元计算结果比较吻合，证明了多尺度特征单元方法的有效性和可行性。 

关键词：复合材料，多尺度，特征单元，单胞 
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1．引言 

对于周期复合材料结构问题，计算其力学性能的多尺

度方法有很多，本文介绍的多尺度特征单元方法（MEM）

提高多了尺度方法的实用性，同时兼顾精度和效率。并且

从力学角度对MEM的意义及其应用问题进行研究，多尺

度特征单元方法(Multiscale eigenelement method，简记为

MEM)是基于特征向量展开技术，根据单胞自平衡原理找

到宏观尺度与细观尺度之间的关系，得到单胞的形函数，

再用有限元方法求解[1, 2]。多尺度特征单元方法不同于其

他多尺度方法之处在于，求解单胞问题时无需引入外部约

束以及载荷，保证了边界的松弛性，直接由单胞自平衡方

程[3, 4]得到了单胞宏观结点位移和细观结点位移之间的

关系。由此可知，多尺度特征单元方法巧妙地避免了复杂

边界的求解，直接由单胞自平衡方程得到了单胞宏观结点

位移和细观结点位移之间的关系，提高了计算结果的精度

和效率。而在特征单元构造中，形函数N的构造是核心问

题，其可以反映单胞更多的细观信息。 

为了更加清楚地描述MEM的精度和力学含义，本文

选择了一维周期复合材料结构为研究对象。 

2．形函数的构造 

如图1所示多尺度特征单元单胞通常要保留所有细观

单元在单胞边界的结点，称之为特征单元结点[5, 6]。 

 

图1 特征单元单胞模型。 

在特征单元构造中，形函数N的构造决定了方法的精

度，多尺度特征单元方法直接由单胞自平衡方程得到了单

胞宏观结点位移和细观结点位移之间的关系得到单胞的

形函数。首先将单胞进行有限元离散，在没有外部载荷情

况下，单胞的自平衡方程为： 

Ku= 0                   （1） 

式中：K表示由细网格有限元法组装得到单胞的总刚

度矩阵，依据单胞的复杂程度划分网格，包含材料突变信

息。MEM解决单胞问题不用求解具体数值，通过式（1）

得到宏观结点位移与细观结点位移之间的关系[7, 8]。分离

式（1）宏观和细观尺度信息，可以得到： 

ee ei e

ie ii i

     
     

   

K K u 0
=

K K u 0
           （2） 

式中：下标“e”表示单胞边界结点，下标“i”表示单胞

内部结点，
i
u 为细观变量，则由矩阵第二行得： 

-1

i ii ie e−u = K K u               （3） 

用形函数N和宏观变量
eu 表示细观模型下的位移变

量u，即： 

e
u Nu=               （4） 

将式(3)代入到(4)，则有： 

e

e-1

ii iei

  
   −   

Iu
u = = u

K Ku
          （5） 

式中：
eu 是MEM的特征单元结点位移。根据式（4）

和式（5）得到MEM的形函数为： 

-1

ii ie

 
 − 

I
N =

K K
             （6） 

N中每一列的元素代表宏观结点形函数在各细观结点

的值。根据单胞总势能泛函和动能系数泛函与有限元法相

等，即可求解得到特征单元的刚度矩阵KG，载荷列向量

FG以及质量矩阵MG。 
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1
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=
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  （7） 

上面公式是不同特征单元方法的通用数学基础。式中，

uG是MEM的特征单元结点位移，KG可以反映单胞的细观

材料属性和几何特征。值得一提的是，由于特征单元形函

数N直接由刚度矩阵K得出，KG也不需要通过数值积分得

到，即： 

-1

G ee ei ei ii
−K = K cK , c = K K         （8） 

T T

G ee ie ie ii( )− − +M =M cM cM cM c        （9） 

T

G e i
−f = N f = f cf           （10） 

将上面求得的宏观单元刚度矩阵，质量矩阵，以及载

荷列向量，利用有限元方法组装，得到： 

m m m

C 1 G C 1 G C 1 G, ,i i i= = == = =K K M M F FA A A      （11） 

其中，定义的算子A代表组装各单元矩阵；KC，MC，

FC代表整体结构的刚度矩阵质量矩阵和载荷向量，代入广

义的特征值方程[9-13]得： 

2

i i iω=Kφ Mφ                （12） 

可以求出复合材料的各阶频率和模态。 iφ 表示第i阶

模态，对应的频率为 iω 。 

3．多尺度特征单元方法动力学推导 

为了提高MEM在计算动力学问题的精度，本文在原

单胞形函数基础上构造出新的特征单元形函数，新的单胞

的形函数和结点位移向量的构造方式可以表示为： 
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[ ]new m=N N N               （13） 

e

e
[ ]

m m m

m

N= + =
 
 
 

u
u Nu N u N

u
         （14） 

式中，N与原特征单元形函数构造方法相同，
e
u 为单

胞特征结点对应的位移，
mN 为由单胞前m阶模态构成的模

态形函数，
mu 为其对应的广义坐标。根据线性代数知识，

任何一组位移向量可由相同维数的向量空间线性组合构成，

而单胞的各阶模态恰可构成一组向量空间，因此取单胞的

低阶模态可很好的起到描述单胞内部位移和模态的作用。 

矩阵
mN 可写作下面形式： 

[ ]m 1 2 m= ⋯N φ φ φ          （15） 

其中 ,  ( 1,2, , )
i

i m= ⋯φ 可以由下面的广义特征值方程

求解： 

2

i i iω=Kφ Mφ           （16） 

边界条件为： 

i
=φ 0 , on Ω           （17） 

式(16)中的矩阵 K和M是单胞的细网格刚度矩阵和

质量矩阵。 

将新构造的形函数 [ ]
new m

=N N N 代入到特征单元

刚度矩阵、质量矩阵和载荷矩阵中可以得到： 
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式中： ee ei

ie ii
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此时，
GK 的斜对角子矩阵等于零,即 N 和

m
N 对于 K

是正交的。其正交性证明过如下： 
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      （21） 

其中， meN 和
miN 是 mN 的两个子矩阵，分别对应各阶

模态形函数在边界节点和内部节点的取值。因此，式 （18）

化为： 

T

Gnew T

m m

=
 
 
 

N KN 0
K

0 N KN
       （22） 

将新的刚度矩阵和质量矩阵代入式(16)得到新的广义

特征值方程： 

0 0Gnew Gnew
Φ λ Φ=K M

         （23） 

O O
=
  
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z
    （24） 

把求得的（n+m）个特征向量也就是（n+m）个模态

按列排列，组成一个矩阵
O
Φ ，即： 

(( ) )(( ) (( ) ( ))m n m me n m n n m n m+ ×+ × + × +
=  
 O )

Φ φ φ     （25） 

式中，n是单胞边界节点数，m是添加的单胞低阶模态

数。 

由式(24)知，向量
0
Φ 关于

Gnew Gnew,K M 正交，即： 

0 00 00, 0,
T T

i iGnew j Gnew j i j= = ≠φ K φ φ M φ      （26） 

由于模态是相互正交、线性无关的，因此模态矩阵
O
Φ

一定是满秩的，即
O
Φ 可逆，由此得修正后每个单胞的模

态可通过形函数计算得到： 

( ) new

m ( )

o

(( ) (( ) ) (( ) ( ))
[ ]

k n m

k n m e n m n m n m m n m n m

× +

× + + × + × + × +

=

=   )

Φ N Φ

N N φ φ
   （27） 

由式（26）得： 

0 0 0 00, 0,

0, 0,

T TT T

i j i j

T T

j ji

new new new new

i

i j

i j

= = ≠

⇒ = = ≠

φ N KN φ φ N MN φ

φ Kφ φ Mφ
   （28） 

所以，
( )k n m× +Φ 是关于 K，M正交的矩阵。k是单胞

细网格节点数。 

组装后，结构的模态为： 

1 2 ( ) ( ( ))
...Z z z z n m k n m+ × +

=  
 

Φ φ φ φ    （29） 

式中，k为整体结构所有结点数，n+m为单胞的边界

节点与添加的模态向量个数之和，并且n+m<k。 

由式（29）可知，
Z
Φ 是关于

Z
K ，

Z
M 正交的矩阵。

Z
K ，

Z
M 是由 K，M组装成的整体细观有限元刚度矩阵

和质量矩阵。 

根据模态正交性，容易证明模态之间是线性无关的，

也就是说，n维系统的n个模态构成n维向量空间的一组正

交基，于是该n维空间的任意一个向量u都可以用这组正交

基来表示。 

设结构的响应为： 

1 ( ( )) ( ) 1k Z k n m n m× × + + ×=u Φ q          （30） 
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动力学基本方程为： 

k k k k× ×+ =ɺɺM u K u 0        （32） 

将式（31）代入式(32)得： 

( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1k k k n m n m k k k n m n m× × + + × × × + + ×
+ =ɺɺM Φ q K Φ q 0      （33） 
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设 u， v， a的初始条件为： 
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由式（30）知： 
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这样,便可通过求解式（34）得到结构的响应。 

在工程实际中，对于较大型的组合结构，一般仅关心

前几阶特征对，所以 ,M K 的维数远小于
Z

M ，
Z
K 的维数，

这样经过模态缩减后，式（26）的自由度比式（23）的自

由度小得多，这对实际计算是十分有利的。 

对于一般无阻尼n自由度线性定常系统，动能和势能

具有如下形式： 

1 1
,

2 2

T T

T U= =ɺ ɺx Mx x Kx          （38） 

又 =x Φq，得到： 
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∑

∑

ɺ ɺ ɺq Mq

q Kq

       （39） 

对于一个定常系统，总能量 2W U Tω= + 为常数。通过

比较不同计算方法的W值的大小来确定计算精度，W越小，

精度越高。 

4．数值算例 

为了验证MEM计算结构动力学响应的有效性，这里

采用一维杆周期结构作为验证模型，如图2所示，材料的

属性见表1。MEM(i)是指结构中加入i个模态进行修正的单

胞模态法，FEM指细观有限元法。 

 

图2 杆结构模型。 

表1 材料属性。 

算例 

基体 夹杂 

E 

(GPa) 
υ ρ (kg/m3) E (GPa) υ ρ (kg/m3) 

材料 70 0.33 2600 125 0.33 8900 

图2所示一维梁周期结构由25个特征单元组成，每个

特征单元划分为4个细网格，特征单元单元尺寸为1mm，

细网格有限元中，单胞中每个小格看作大小为0.25mm每

个单胞划分4个单元，结构总细观单元结点数为100，特征

单元结点数为25，结构一边固支一边自由，自由端施加速

度，大小为1m/s
2。取结构的100结点，98结点，94结点及

90结点为研究对象，其中，100点为特征单元节点，98、94、

90点是特征单元内部节点。通过数值计算，得到各点的位

移和速度响应曲线，如图3~图11所示，结构总能量值如表2。 

 

图3 100点位移响应。 

 

图4 100点速度响应。 



 Science Discovery 2017; 5(6): 404-409 408 

 

 

图5 98点位移响应。 

 

图6 98点速度响应。 

 

图7 94点位移响应。 

 

图8 94点速度响应。 

 

图9 90点位移响应。 

 

图10 90点速度响应。 

 

图11 结构频率图。 

表2 结构总能量值。 

算法 FEM MEM(3) MEM(2) 

W(108) 1.2535 1.2535 1.2699 
RD(100%) — 0.0000 0.0131 

从图3~图11结构响应图中可以看出，MEM加入的模态

修正数越多，响应与FEM计算结果吻合的越好，而MEM在保

证精度前提下又有效地降低了计算量，提高了计算效率。

从结构的频率图，MEM在计算低阶频率有很高的精度，而

对于一般结构，其低阶频率是最受关注的，因此MEM完全

可以满足结构动力学计算精度要求，由表2可以看出，当

加入的模态修正数越多，W值越小，计算精度越高。 
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5．结论 

用一般有限元方法计算时，各细观单元结构的自由度

相对较小，易于进行振动特性分析，当各细观单元结构联

结成整体结构时，整个结构的自由度有可能较大，对其进

行振动分析要耗费较多计算时间，尤其是在结构设计的循

环计算过程中，需要更多的计算时间，甚至无法计算。而

用多尺度特征单元方法对结构进行动力学分析时，引进了

单胞形函数，由于形函数可以将细观结点与宏观结点联系

起来，因此用多尺度特征单元方法对结构进行分析时，由

于形函数的引入巧妙地实现了对复杂结构降维的目的，大

大降低了结构的自由度，结构仅包含以各特征单元的主要

振型为坐标的自由度。 

本文讨论了多尺度特征单元方法在计算结构动力学

响应的精度特性，结论和建议如下。（1）梁固有特性的

计算结果表明，周期复合材料单胞的特征单元在能够反映

单胞几何特性和材料构造细节的前提下，大幅度减小计算

量。（2）MEM在计算结构动力学响应问题，其精度取决

于加入的单胞模态数量，加入的单胞模态数越多，精度越

高。（3）用最小势能泛函可以有效地评估MEM加入不同

单胞模态数的精度。（4）多尺度特征单元方法计算过程

简便，也利于编程实现，并且节约了计算时间，建议将这

一方法推广到商业领域应用。 
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