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Abstract: Image moments as a very effective highly concentrated image feature differ from image simple geometric features. 

Using image moments as a global feather to describe image feather information is a key problem in the image information 

domain of image recognition, image transformation, image classification, image transmission and image compression. On the 

basis of exponent moments, the image can be reconstruction approximately. And the exponent moments calculation can be more 

fast and more accurate using 2-D Fast Fourier Transform. 
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摘要：图像矩作为一种非常有效的高度浓缩的图像特征，区别于图像简单的几何特征。利用图像矩作为图像的全局特

征来描述图像的特征信息，是图像识别、图像变换、图像分类、图像传输、图像压缩等图像信息处理技术领域的一个

关键问题。基于指数矩，可以近似的重构原图像。在此基础上，利用二维快速傅里叶变换能更快速、精确的完成指数

矩的计算。 

关键词：圆谐-傅里叶矩，指数矩，二维快速傅里叶变换 

 

1．引言 

矩不变量是一种高度浓缩的信息特征，能非常有效的

描述图像特征。国内外有大量关于图像矩的研究，如

Zernike矩、Legendre矩、圆谐-傅里叶矩等，并成功地应

用于模式识别、指纹辨认、天气预报、医疗诊断、遥感技

术、地震探测等多个领域中[1]。本文计算基于指数构建

的圆谐-傅里叶矩，即指数矩(CEMs)，用一种快速算法验

证其在图像描述中的性能，表明该算法是一种比传统算法

更快速且精确的指数矩计算方法。 
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2．指数矩的定义和计算 

圆谐-傅里叶矩[2-4]在极坐标下，基函数 ( , )P r
nm

θ

是由径向函数 ( )T r
n

以及角向傅里叶因子 exp( )jmθ 组

成： 

( , ) ( )exp( )P r T r jm
nm n

θ θ=         (1) 

其中， n 为非负数， m 为整数， r 的取值范围

0 1r≤ ≤ ，θ 的取值范围0 2θ π≤ ≤ 。 
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圆谐-傅里叶矩是将函数图像投影在圆谐-傅里叶矩

的基函数上得到的系数，它在极坐标下的表达式可写为： 

1 2 1 ( , ) ( ) exp( )0 02
f r T r jm rdrd

nm n
πϕ θ θ θ

π
= −∫ ∫     (3) 

其中，
nm

ϕ 是图像函数 ( , )f r θ 的圆谐-傅里叶矩。 

指数矩是以更为简洁的复指数函数代替三角函数，从

而实现的一种基于复指数构建的圆谐-傅里叶矩。 

根据欧拉公式： 

θθθ sincos je j +=          (4) 

可知，正弦函数和余弦函数可以表示为复指数函数的

形式，将圆谐-傅里叶矩径向基函数中的三角函数用复指

数形式表示，即 

2
( ) exp( 2 ), , , 0,

n
A r j n r n

r
π= = −∞ ∞⋯ ⋯    (5) 

其中， n 为整数， r 的取值范围0 1r≤ ≤ 。 

用复指数形式的径向基函数替换三角形式的径向基

函数可以得到： 

( , ) ( ) exp( )nm nQ r A r jmθ θ=         (6) 

其中，n 为整数，m 为整数，r 的取值范围0 1r≤ ≤ ，

θ 的取值范围0 2θ π≤ ≤ 。 

对图像函数 ( , )f r θ ，称其在基函数为 ( , )Q r
nm

θ 上

的展开系数 E
nm

为 ( , )n m 阶指数矩（Complex Exponent 

Moments，CEMs），即 

2 1

0 0

1 2
( , ) exp( 2 )

2
nm

E f r j n r jm rdrd
r

π
θ π θ θ

π
= −∫ ∫   (7) 

3．指数矩重构图像及仿真分析 

传统的关于指数矩的计算是在直角坐标系下进行的。

利用极坐标到直角坐标的转换公式[5-7]，指数矩在直角

坐标系下的表达式： 

2 2 , ,
1

,

1 2
( , ) exp( 2 )exp( )

4
nm x y x y

x y
x y

E f x y j n r jm dxdy
r

π θ
π + ≤

= − −∫∫   (8) 

其 中 ，
cos , sinx r y rθ θ= =

，

2 2 , arctan
, ,

y
r x y
x y x y x

θ= + =
，

dxdy rdrdθ=
 

对于 N N× 的图像
( , )f i j

，对其进行归一化，把像

素坐标
( , )i j

变换为外接单位圆内的坐标 ( , )x y
j i

，其中

圆心位于图像中心。则： 

2 1
,

1 2 2

N
c c

N N

+= = ， ,
1 2 2 1

x c j c y c c i
j i

= − = − 。 

( , )x y
j i 满足 2 20 1x y≤ + ≤ ，每个像素所在的小

区域的面积为
2 2

x y
N N

∆ ∆ = × 。每个像素所在的小区

域内，积分变量和被积函数的采样点为 ( , )x y
j i ，像素

( , )i j 点的图像的函数值为 ( , )f i j ，指数矩的基函数值的

表达式： 

, ,( , ) ( ) exp( )nm n i j i jQ i j A r jmθ=         (9) 

其中： 

, 1 2 2 1( ) ( )i jr c j c c c i= − + − ，
2 1

,

1 2

arctani j

c c i

c j c
θ −=

− 。 

在直角坐标下指数矩离散形式的表达式： 

*

, ,2
1 1

1
= ( , ) ( ) exp( )

2

N N

nm n i j i j

i j

E f i j A r jm
N

θ
π = =
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对图像函数 ( , )f i j ，计算出指数矩后，利用有限个指

数矩近似重构图像函数 ( , )f i j 。 

在极坐标系下，利用有限个指数矩去近似重构图像函

数的表达式： 

max max

max max

( , ) ( )exp( )
n m

nm n

n n m m

f r E A r jmθ θ
=− =−

≈ ∑ ∑     (11) 
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直角坐标下重构图像函数的表达式： 

max max

max max

, ,( , ) ( ) exp( )
n m

nm n i j i j

n n m m

f i j E A r jmθ
=− =−

≈ ∑ ∑    (12) 

在MATLAB仿真平台下，指数矩重构图像仿真结果如图

1所示： 

 

(a)字母           (b)N=2重建图像 

 

(c)N=8重建图像      (d)N=12重建图像 

 

(e)文字          (f)N=2重建图像 

 

(g)N=8重建图像    (h)N=12重建图像 

图1 对字母、文字分别利用指数矩在不同阶数下重建图像。 

图1是分别对字母和文字图像利用不同阶数的指数矩

重建的图像。图1(a)是原始字母图像，图1(b)、(c)和(d)

是利用阶数分别为2、8和12的指数矩对图1(a)进行重建的

图像。图1(e)是原始文字图像，图1(f)、(g)和(h)是利用

阶数分别为2、8和12的指数矩对图1(e)进行重建的图像。 

4．二维快速傅里叶变换FFT计算指数矩 

将直角坐标 ( , )x y 转换为像素坐标 ( , )i j 的表达式： 

1
22

N N
i y

 = − × + + 
 

            (13) 

22

N N
j x

 = × + 
 

             (14) 

其中， [ ]x 是取整运算，取大于等于 x 的整数。 

极坐标下图像函数表达式[8,9]： 

( , ) ( sin 1, cos )
2 22 2

p

N N N N
f r f r rθ θ θ   = − × × + + × × +   

   
  (15) 

指数矩的积分区域为单位圆内部，采用变量等距离离

散的方法将两个变量都均匀分成M 份，把积分式离散为

求和运算。首先，将单位圆内的区域沿径向 r 平均分为 M
份，每份都是同心圆环，沿半径 r 方向的间隔为

1/r M∆ = ，再将每个同心圆环沿角向θ 平均分为 M 份，

每份的角向间隔为 2 / Mθ π∆ = ，其中 M 是固定值，是

在仿真实验预先设定的一个非负整数。在每个小区域上，

任选一点计算积分函数的函数值，选取每个小区域在径向

和角向的起始点位置计算积分函数的函数值，每个小区域

沿径向和角向的起始点位置如下： 

1,,1,0, −== Mu
M

u
ru ⋯         (16) 

1,,1,0,
2 −== Mv
M

v
v ⋯

πθ        (17) 

然后取 ( , )r
u v

θ 计算离散的积分函数 ( , )f r
p u v

θ ，

得到离散积分函数 ( , )f r
p u v

θ 的表达式如下： 

( , ) ( sin 1, cos )
2 22 2

p u v u v u v

N N N N
f r f r rθ θ θ   = − × × + + × × +   

   
 (18) 

转化为求和的形式： 
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令： 

M

r
rfrG u

vupvuP ×
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2
),(),( θθ        (20) 

得： 
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( , ) exp( ) exp( )

M M

nm P u v
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E G r j nu j mv
M M M

π πθ
− −

= =
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观察式（21），E
nm为 ( , )G r

P u v
θ 的傅里叶变换， 

即为 ( , )f r
p u v

θ 的指数矩。 
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根据上述分析，把利用二维快速傅里叶变换计算图像

的指数矩的过程总结为以下三点： 

（1）计算极坐标下的图像函数 ( , )f r
p u v

θ ； 

（2）计算函数 ( , )G r
P u v

θ ； 

（3）将函数 ( , )G r
P u v

θ 进行二维快速傅里叶变换，

其结果就是在极坐标下计算的图像函数指数矩。 

5．快速傅里叶算法的仿真实验 

利用有限个指数矩近似重建图像，重建图像的表达式： 

max max

max max

max max

max max

, ,

( , ) ( , )

( ) exp( )

N M

rec nm nm j i

n n m m

N M

nm n i j i j

n n m m

f i j E Q x y

E A r jmθ

=− =−

=− =−

≈

=

∑ ∑

∑ ∑
  (22) 

其中， ( , )f i j
rec 是利用有限个指数矩近似重建的图

像函数， max
N 是径向基函数的最大阶数， max

M 是角

向基函数的最大阶数， E
nm为指数矩。 

在MATLAB仿真平台下，指数矩重构图像仿真结果如图

2所示： 

 

   (a)字母           (b)N=2重建图像 

 

(c)N=8重建图像       (d)N=12重建图像 

 

(e)文字            (f)N=2重建图像 

 

(g)N=8重建图像      (h)N=12重建图像 

图2 对字母、文字分别利用指数矩FFT算法在不同阶数下重建图像。 

图2是分别对字母和文字图像利用不同阶数的指数矩

FFT算法重建的图像。图2(a)是原始字母图像，图2(b)、

(c)和(d)是利用阶数分别为2、8和12的指数矩对图2(a)

进行重建的图像。图2(e)是原始文字图像，图2(f)、(g)

和(h)是利用阶数分别为2、8和12的指数矩对图2(e)进行

重建的图像。 

6．传统算法与快速傅里叶算法的重建图像比较 

6.1.两种算法的重建图像误差比较 

由仿真实验可以看出，在相同阶数下，利用二维快速

傅里叶算法计算指数矩重建的图像质量要优于传统算法。 

为了更好的对比原图像和重建图像的图像相似度，定

义了原图像与重建图像之间的图像重建误差 ε 的表达式

[10]： 

[ ]

[ ]∑∑

∑∑

= =

= =

−
=

M

i

N

j

M

i

N

j
rec

jif

jifjif

1 1

2

1 1

2

),(

),(),(

ε     (23) 

其中， ),( jif 是原图像函数， ),( jifrec 是重建图

像函数。 

 

图3 传统算法与FFT算法重建图像误差比较。 
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图3显示了利用传统与FFT算法重建图像阶数与误差

率大小ε 的关系。可以看出，利用FFT算法计算指数矩的

重建图像在10阶的时候误差率就能达到0.06，而传统算法

要在21阶才能达到。利用FFT算法计算指数矩的重建图像

在较低的阶数下就能较好的重构图像。通过对比实验结果

证明了利用FFT算法计算指数矩是一种计算精度更高的算

法。 

6.2.两种算法计算指数矩的耗时比较 

表1给出了传统算法与FFT算法计算指数矩的耗时比

较。可以看出，随着阶数的增加，两种算法耗时差距越来

越大，利用FFT算法计算指数矩的耗时明显优于传统算法。 

表1 传统算法与FFT算法计算指数矩耗时比较。 

阶数N 5 10 15 20 25 30 35 40 

传统

算法

(s) 

42.9 93.9 177.4 294.4 345.5 534.3 696.1 867.5 

FFT算

法(s) 
0.5 0.9 1.8 3.1 4.7 7.2 10.2 14.1 

7．结论 

文中从指数矩的定义和计算出发，研究基于指数矩的

图像描述和重构方法，提出一种利用二维快速傅里叶FFT

算法计算的指数矩，并进行图像重构。在同等硬件平台下，

利用MATLAB软件进行图像重构仿真实验，结果表明，基于

FFT算法计算指数矩能够较好的重构图像，与传统算法相

比，利用FFT算法计算指数矩计算速度更快。通过计算重

构图像与原始图像之间的误差，表明FFT算法比传统算法

的计算更精确。 
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